
Teoretická £ást - 8.7.2021

1. (a) De�nujte parciální derivace (v£etn¥ derivací vy²²ích °ád·)
a totální diferenciál (2 body).

(b) Zformulujte v¥tu o derivaci sloºeného zobrazení (1 bod).

(c) Dokaºte v¥tu o derivaci sloºeného zobrazení (4 body).

(d) Nech´ F : R2 → R2, g : R2 → R, F (3, 5) = (1, 1),

JF (3, 5) =

(
1, 3
−2,−2

)
, ∇g(1, 1) = (−3, 2), F ∈ C1(R2)

a g ∈ C1(R2). Jak vypadá ∇(g ◦F )(3, 5) (pokud existuje)?
(1 bod).
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2. (a) De�nujte fundamentální systém a Wronského determinant
(2 body).

(b) Zformulujte v¥tu o prostoru °e²ení homogenní lineární rov-
nice a v¥tu o variaci konstant (2, 5 bodu).

(c) V¥tu o prostoru °e²ení homogenní lineární rovnice dokaºte
(1, 5 bodu).

(d) Nech´ je n ∈ N, dokaºte, ºe mnoºina funkcí

{1 + n, x+ n, x2 + n, . . . , xn−1 + n}

je fundamentálním systémem rovnice y(n) = 0 (2 body).
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3. (a) De�nujte metrický prostor, úplný metrický prostor a kon-
traktivní zobrazení (3 body).

(b) Zformulujte Banachovu v¥tu o kontrakci (1 bod).

(c) Uvaºujme vektorový prostor R2 jako metrický prostor s
obvyklou Eukleidovskou metrikou. Rozhodn¥te o platnosti
následujících tvrzení:

i. nech´ ϕ : R2 → R2 je kontrakce, potom ψ : R2 → R2

de�nované jako ψ(x) = 1
2
ϕ(x) je kontrakce na R2,

ii. nech´ ϕ : R2 → R2 je kontrakce, potom ψ : R2 → R2

de�nované jako ψ(x) = 2ϕ(x) je kontrakce na R2,

iii. nech´ ϕ : R2 → R2 je kontrakce, potom ψ : R2 → R2

de�nované jako ψ(x) = ϕ(2x) je kontrakce na R2,

iv. nech´ ϕ : R2 → R2 je kontrakce, potom ψ : R2 → R2

de�nované jako ψ(x) = ϕ(ϕ(x)) je kontrakce na R2

(2 body).

(d) Rozhodn¥te o platnosti následujících tvrzení:

i. nech´ (M,ρ) a (X, d) jsou metrické prostory, potom
zobrazení φ : (M × X) × (M × X) → R de�nované
jako φ((a, x), (b, y)) = max(ρ(a, b), d(x, y)) je metrikou
na mnoºin¥ M ×X.

ii. nech´ (M,ρ) a (X, d) jsou metrické prostory, potom
zobrazení φ : (M × X) × (M × X) → R de�nované
jako φ((a, x), (b, y)) = min(ρ(a, b), d(x, y)) je metrikou
na mnoºin¥ M ×X

(2 body).
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